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Antes de empezar con el tema, hagamos una pequena disgresién que serd de ayuda. Una teoria fisica es
la conjuncién de tres cosas:

= Conceptos fisicos bésicos
= Un formalismo matematico
= Un conjunto de reglas de correspondencia que mapean conceptos fisicos en objetos matematicos

Una vez formulamos un problema en forma matematica, su resoluciéon no depende de los aspectos fisicos
de éste. Obviamente debemos usar las reglas del 3er punto para poder interpretar el resultado en términos
fisicos y darlo por admisible.

La pregunta entonces seria: ;Qué aspectos requieren de formulacién matemética en la mecanica cuantica?
Diferenciaremos dos: aspectos mecédnicos y aspectos estadisticos.

1. Postulados de la mecanica cuantica en el formalismo de la
matriz densidad

1.1. Aspectos mecanicos

En la fisica clasica las magnitudes fisicas se representaban por variables dindmicas que evolucionaban en
el tiempo. Necesitamos una regla que nos formalice mateméticamente eso para poder operar. Experimen-
talmente encontramos que los valores de las variables dindmicas pueden aparecer cuantizados (espectros
atémicos) o no (por ejemplo, energia radiada por un electrén acelerado). Postulamos pues:

Postulado 1

A cada variable dindmica (concepto fisico) le corresponde un operador lineal (objeto matemético). Los
posibles valores de la variable dindmica se corresponden a los autovalores del operador.

Estos valores estaran cuantizados si el espectro del operador es discreto, pero no tiene por qué ocurrir
siempre.

1.2. Aspectos Estadisticos

Para introducir esta parte, lo mas ilustrativo es ver un ejemplo. Supongamos una fuente de particulas
(idénticas) que las acelera y colima, dirigiéndolas hacia un objetivo que las dispersa. Tras él, situamos
detectores para las particulas dispersadas, que miden el angulo entre el haz y el punto de llegada. Lo que
experimentalmente obtenemos es pues un histograma de particulas para un cierto intervalo del dngulo
de dispersién respecto a las totales (es decir, una fraccién o frecuencia relativa) en funcién del dngulo:
Ng/N = f(0).

Aunque repitamos las condiciones iniciales del experimento de forma idéntica, los resultados diferiran: si
la irreproducibilidad se debe a indeterminaciones en la naturaleza o a limitaciones (practicas o tedricas)
no es algo que podamos o necesitamos responder.

Lo importante es que en el limite de medidas tendiendo a infinito obtenemos que la distribucién alcanza
estabilidad. Esto es una caracteristica importante de la mecanica cuantica: las experiencias individuales
son irreproducibles, pero hay un limite estable de las frecuencias relativas.

Como podemos ver, el experimento (estadistico) se divide en dos fases independientes: preparacién y me-
dida. Ninguna de ellas aporta informacién ni influye sobre la otra. Lo que si ocurre es que una preparacién
especifica determina las probabilidades de las medidas.

He aqui la relevancia de la preparacién y su relacién con el concepto de estado. El estado del sistema se da
mediante la especificacién de una distribucién de probabilidad para cada observable. Cualquier proceso
repetible que nos brinde probabilidades bien definidas para todos los observables del sistema se conoce
como proceso de preparaciéon de estado.



Si dos procesos generan el mismo conjunto de probabilidades son equivalentes, por lo que corresponden
al mismo estado. Es decir, un estado se asocia a un conjunto (virtual) de sistemas preparados de forma
similar tal que brinden el mismo conjunto de probabilidades para los observables. Estado se puede tomar
como abreviacién de proceso de preparacion de estado. Es més, la interpretacién usual del estado |¢)
como un elemento real puede conducir a contradicciones (aunque aqui no seran discutidas)ﬂ

Postulado 2

A cada estado le corresponde un tinico vector de estado u operador de estado. Para la variable dindmica
A cuyo observable asociado es A, en el conjunto virtual de eventos que pueden resultar de un proceso de
preparacion de estado en el mismo estado que representamos por p, su valor esperado viene dado por:

(A) = (1)

El operador p es conocido también como operador de estado, operador densidad o matriz densidad.

1.3. Condiciones sobre el operador densidad

Todo operador de estado u operador densidad debe cumplir una serie de condiciones para ser tal.
= Por conveniencia se suele exigir la normalizacién de éste, es decir, que sea de traza unitaria Tr(p) = 1

= Para que los valores esperados (que son nuestra forma de conectar el formalismo matematico con
los conceptos fisicos) sean reales, se exige que los operadores densidad sean hermiticos, pues por
ejemplo supongamos que un operador asociado a una magnitud fisica es un proyector: P, = |u)(u].
Entonces (P,) = Tr(pP,) = (ulp|u), que es real si y solo s el operador densidad es hermitico (la
demostracién se realizard més adelante).

= Son definidos positivos, es decir: (u|p|u) > 0 V|u)
Estas tres condiciones se deben anadir al postulado 2 para estar completo.

Consideremos que el estado del sistema viene representado por el ket |¢)) € H, con H el espacio de estados
del sistema. Asumamos el estado normalizado por simplicidad. Consideremos un caso especial de operador
densidad, que escribimos como p = [¢)(¢)|. Dicho operador densidad satisface los tres requerimentos
anteriores. Demostrémoslo:

Sea {|u})} una base del espacio de Hilbert. Expandimos el vector de estado en ella como:

) = chlun)

Por estar normalizado, Z |t |* = 1. Veamos cuanto vale la traza del operador densidad:

n,t

Tr(p) = Y (unlplun) = Y _(un ) (Wlun) =Y cn(e,)" =1 (2)

n,t n,: n,t

Obviamente el operador asi definido es hermitico de forma trivial:

Pt = (V)W) = )] =p (3)

También es directo que sea definido positivo. Sea |¢) un vector cualquiera de nuestro espacio de Hilbert.
Hacemos:

(@lold) = (plv) (¥ld) = |(¥]¢)|* € RT (4)

1Esto se conoce como interpretacién de conjuntos o de colectividades, o por su nombre en ingles ensemble interpretation.
Una descripcién més detallada se puede encontrar en [1].




Por otro lado, si queremos que las medidas sean reales (més adelante discutiremos sobre esto) los oper-
adores asociados a las magnitudes fisicas han de ser hermiticos:

Tr(pA) = (P|A[)) € R+ A= Al (5)

Condicién que ha de ser anadida al postulado 1 para estar completo.

Demostracion: Es 1til verla pues el segundo requerimiento del operador densidad también hacia uso de
esta prueba.

w Si(Y|AlY) = (Y|Aj)* para todo |1)) se sigue que (¢p1]|A|p2) = (2| Alp1)*, es decir, que el operador
A es hermitico.

Sea |¢) = a|yn) + b|pa). Entonces:

(Y| Alp) = |al*(p1]Al 1) + [b]* (p2|Ald2) + a*b(¢1]| Alpa) + b*alp2| Al¢r)

Al suponer que lo anterior es igual a su conjugado complejo, damos por hecho que es un nimero real.
Dado que los dos primeros términos son reales por definicién, necesitamos ocuparnos de los dos tltimos.
Dando los valores a = b =1 e igualando al complejo conjugado de esa ecuacién se obtiene que:

(D1]Alp2) + (D2| Ald1) = (1| Alp2)" + (P2|A|¢1)”
Para a = 1,b = ¢ se obtiene:

i(P1]Alp2) —i(pal Alpr) = —i(d1|Alp2)" +i(¢a| Alp1)”

Cancelando la unidad imaginaria en esta tltima y sumando se obtiene lo que se buscaba demostrar.

Como pequena disgresion, fijémonos que exigir que sean hermiticos tiene relevancia por el hecho de
asegurar que posean representacién espectral, mas que por tener autovalores reales o no, pues medir las
magnitudes fisicas con nimeros reales es una convencién: podriamos agrupar magnitudes relacionadas en
un ntmero complejo y llamarlas como una sola magnitud y la fisica seria la misma. Tener representacién
espectral es lo que nos permite calcular valores medios de los operadores, y como esa es la conexién entre
nuestra teoria matematica y nuestras medidas experimentales, es lo que les exigimos.

Estamos dando por hecho que ser hermitico implica ser observable, pero fijémonos que en los postulados
originales (ver apéndice) lo incluimos aparte. Existen operadores hermiticos cuyo conjunto de autovalores
no forma base del espacio de Hilbert en el que se encuentran, luego no son observables propiamente dichos.
Discusién aparte merece el hecho de reservar la palabra observable tinicamente para las magnitudes fisicas,
y no para sus operadores asociados, para evitar confusiones tipicas en la literatura.

Antes de seguir necesitamos hacer méas comentarios sobre aspectos estadisticos. Los restantes postulados
se introducirdn en su momento.

2. Preparaciones

Ya hemos hablado algo acerca de que es la preparacién de estados y su equivalencia con estado (en sentido
abstracto) del sistema. Dentro de las preparaciones podemos distinguir entre completas e incompletas.

2.1. Preparaciones completas

Equivale a medir el Conjunto Completo de Observables que Conmutan (CCOC) del sistema. Sea por
ejemplo A un operador asociado a una magnitud fisica del sistema. Por definicién es observable, luego sus
autovectores forman base. Supongamos que B es el operador asociado a otra magnitud fisica, y sea tal
que conmute con A. Es un resultado conocido que entonces se puede encontrar una base de autovectores
comun. Pero esta base no tendria por qué ser unica, es decir, supongamos que la medida de los dos
observables simultdnea nos arroja los autovalores a y b. Que la base no sea tnica quiere decir que a esa
medida se le pueden asociar autovectores distintos, hay degeneracidn. Si estos dos juntos no poseyeran una



base tnica, afiadimos un tercero C' que conmute con ambos y estudiamos si ahora si. El minimo conjunto
de operadores que consigue esto se denomina CCOC. Asociado a este tenemos el conjunto completo de
variables (dindmicas) compatibles.

Que la preparacién sea completa pues quiere decir que hemos determinado completamente el estado (de
forma inequivoca) por haber medido todos los operadores de nuestro CCOC. Por tanto, conocemos todo
acerca del estado.

Un experimento fisico se iniciaria de forma ideal mediante este proceso de preparacién completa. En tal
caso hablamos de un caso puro.

Pero esto se realiza en la préactica raras veces, lo que nos da pie a introducir las preparaciones incompletas.

2.2. Preparaciones incompletas. Mezclas estadisticas

Lo usual en un experimento es que las variables medidas no sean un conjunto completo de variables
compatibles. Luego el estado no se conoce exactamente, hay degeneracién por los observables no medidos
y necesitamos usar métodos estadisticos. No tenemos un estado dindmico determinado, sino una mezcla
estadistica de estados y en lugar de una funcién de onda determinada tenemos asociada una mezcla
estadistica de funciones de onda caracterizada por pesos estadisticos. Para fijar ideas, supongamos que
nuestro CCOC fueran los operadores A,B y C, y medimos las variables dindmicas A y B. El estado se

escribiria:
W) = Z Ajlaiy, big, cj)
J

es decir, hay degeneracion en la variable no medida.

Seamos més concretos. El sistema, preparado a tiempo tg, tendrd asociado el conjunto de vectores de
estado {|¢k(t))} cada uno con pesos estadisticos p. Obviamente, una medida del valor medio de una
variable dindmica serd la suma pesada de los valores medios en cada estado asociado de la mezcla:

(4) = 3 (A (6)
k

2.2.1. Preparacion incompleta de mezcla estadistica

Reinterpretemos lo anterior. Podemos decir que cuando la informacién sobre el sistema es incompleta, ten-
emos ciertas probabilidades p1,pa, ..., Pm, ... de estar en los estados |1),|2),...,|m),... respectivamente.
En nuestra interpretacién de estado como proceso de preparacién de estados, para poder medir y obtener
distribuciones de probabilidad lo que hacemos es preparar N sistemas de igual forma y medir sobre unos
cuantos ciertos observables, sobre otros; otros, etc. y hacer estadistica con eso. Lo podemos extrapolar
entonces diciendo que las probabilidades de tener un cierto estado son realmente pesos estadisticos o
frecuencias relativas, es decir, p; = N;/N.

Estos sistemas son los que nos interesan. Trivialmente medir en ellos satisface la ecuacién [6]

Pasemos a estudiar las mezclas estadisticas mas a fondo.

2.3. Mezclas estadisticas

Se distinguen entre: estacionarias; w; # w;(t) y no estacionarias; w; = w;(¢).
Dentro de las estacionarias, tenemos varios tipos segtn la forma de los pesos:
= Si los pesos son constantes:

1
me = N - constante = 1 — p,,, = N (7)

m

Tal tipo de mezcla estadistica, si ademas los estados del sistema son autoestados todos de energia
E, se conoce con el nombre de colectivo microcanénico (pues todos los estados accesibles del sistema
tienen misma energia y probabilidad de aparicién).



= Ahora nuestros estados son autoestados del hamiltoniano pero de energias diferentes (pudiendo
haber degeneracién). En este caso, definimos los pesos como:

, Z=>) e Phn (8)

e~ BEm

Pm =

por pura conveniencia (aunque se puede formalizar, ver seccién , pues a tal mezcla sabemos que
se le debe corresponder el colectivo canénico.

Para seguir estudiando maés a fondo las mezclas estadisticas necesitamos estudiar de nuevo el operador
densidad y su relevancia en las mezclas estadisticas.

3. Operador densidad

Ya hemos visto en los postulados como se define de forma general un operador densidad y sus propiedades
bésicas. Veamos ahora un tipo concreto: los operadores densidad que son ”mezclas estadisticas”.

Definicién
Un operador densidad se dice que es una ”mezcla estadistica’si tiene la forma

p="_ pmlm)(m| (9)

tal que Z Pm = 1,y pm > 0. Los vectores |m) los asumimos normalizados pero no tienen que ser

m
necesariamente ortogonales, aunque a efectos practicos si los supondremos asi. Lo anterior no es méas que

la representacion espectral de p, y por tanto los pesos estadisticos son sus autovalores.

Obviamente recuperamos lo que vimos anteriormente para los valores esperados de observables del sis-
tema:

Te(pA) =Y pmTr(Im)(m|A)

Démonos cuenta de que |m){m| es un operador densidad puro, que denotaremos por P,,. Por tanto, como
P,, = P% y Tr(P%A) = Tr(P,,AP,,) obtenemos:

Tr(p meTr ) {m| Alm) (m]) me Prn)

Pero por ser un operador densidad, Tr(FP,,) = 1 luego recuperamos:

() = Tr(p) = 3 ) (10)

Podriamos repetir el razomamiento anterior para cualquier funcién de dicho operador, y obtendriamos:

(F(A)) = Tr(pF(A4)) (11)

Dado que p contiene toda la informacién del sistema pues es suficiente para obtener todas las cantidades
fisicamente medibles (valores medios, distribuciones de probabilidad, etc), consideraremos idénticas dos
mezclas estadisticas con el mismo operador densidad.

Nos podemos preguntar: ;qué ocurre con el operador densidad tras realizar una medida? Es decir, conc-
retando: jqué forma tiene el postulado de evolucién acausal en la formulacion de la matriz densidad?.



Postulado 3

Si tras realizar la medida en el tiempo tg del observable A encontramos el autovalor a,, con subespacio
de vectores propios asociado {|u},)} (caso discreto), y sea P, = >, |u},)(us,| el proyector asociado a tal
subespacio, tras la medida el operador p;(ty) pasa a ser:

Pppi(to)Pp

ps(to+¢) = Tr(Ppp(to)Pp)

(12)
que como vemos, tiene traza unitaria por haber normalizado E|

3.1. Pureza

Ya estuvimos discutiendo un caso particularmente conveniente de operador densidad, que era aquel de
la forma p = |u)(u| con |u) normalizado. En tal caso es trivial comprobar que p?> = p, es decir, es un
proyector. A tales operadores densidad (aquellos que cumplen ser iguales a su cuadrado, es decir, son
proyectores) se les llama puros. Es més, damos por definicién de operador densidad puro aquel que se
puede escribir asf, conociéndose entonces [¢)) como vector de estado. Es obvio que esto coincide con el
caso de preparacién completa. Conocemos el estado del sistema y por tanto el operador densidad de éste
se forma sélo con este vector de estado.

La simplicidad de este operador es s6lo aparente: si cambiamos de base, el estado |u) se escribiria:

) = cilvi) — (u] = ZC}‘(M

i

con lo que

=33 e o]
g

y seguiria siendo puro.

Ademas, se puede demostrar que si un operador es puro, existe un vector de estado tal que se pueda
escribir como el proyector asociado a tal estado, aunque usualmente no sea facil encontrar tal vector.

Podemos dar dos criterios para reconocer si un operador es puro:

» Para que un operador densidad que estd escrito en la forma general de la ecuacién [9] sea puro basta
con (es condicién necesaria y suficiente) que todos los vectores |m) sean iguales entre ellos salvo
una fase. Asf representan el mismo estado dindmico, y operador va asociado a un solo estado luego
es puro.

Demostracion

Restrinjamonos al caso en que los estados son ortogonales por simpleza. Veamos que es condicién
suficiente.

Dado que son todos iguales salvo fases relativas, escribimos:

{1),12),...,|m),...} — {"|a),e®|a),..., e

ay,...}

con |a(t)) un vector de estado dado. Tenemos que:

= Zmepn|m><m|n (n = Zzpmpn (min)|m) (n|

m

2Una explicacién mas detallada de este postulado se puede encontrar en [2|, con referencias a estudios més profundos
sobre porqué este postulado es equivalente al de evolucién acausal de nuestra formulacién original.



Pero |m) = e |a) y |n) = e |a) (y sus correspondientes formas duales). De ahi, (m|n) = ¢*(®n=0m)

luego:
P =32 D pupue’ =0 a) a0
=[a){al Y > pmpn = la)(al
m n

donde en el dltimo paso, se ha usado que (como las sumas se desacoplan) Zpi = 1. Esto es

K2

(13)

obviamente p pues:
p=">_ pme’|a)ale™ = |a)(a| (14)

Demos ahora un ejemplo de lo que ocurriria en un caso general ﬂ De no ser asi los vectores,
supongamos que son distintos y como dijimos ortogonales dos a dos por simplicidad. En tal caso,
(m|n) = 6y Entonces:

PP =D Pupnbmalm)(nl =Y ppm)(m|

m n

Para ser igual p? a p, se debe satisfacer que:

> (05, = pm)m) (m] (15)

m

y por tanto p,, = 0 6 p,, = 1 . Pero se debe cumplir que la suma de los pesos estadisticos sea 1,
luego solo es posible que p,, = 1,pjxm = 0. Es necesario pues que sean como dijimos (de hecho,
la interpretacién es sencilla: para ser puro, debe estar asociado a un tnico estado). Fijémonos que
hemos demostrado la afirmacién que hicimos al inicio: de ser puro, existe un estado |a) tal que el
operador densidad se puede escribir como el proyector asociado a él.

= Dado que Tr(p) = 1, si es puro debe ser que Tr(p?) = 1 también. De forma general, Tr(p?) < 1
(pues si py, <1 — p2, < py, y entonces Tr(p?) = > p2, <> pm = 1. Solo serd Tr(p?) = 1 cuando
p2, = pm y entonces repetimos el argumento del parrafo anterior).

3.2. Evolucién

Si nos fijamos en los postulados enunciados hasta ahora, tenemos todo lo que en los postulados originales
salvo una ecuacion para la evolucién causal del sistema.

Postulado 4

El operador densidad evoluciona siguiendo:

L dp
il =8, (16)

Demostracién

Sea p(to) =, Pm(to)|m(to))(m(to)| una mezcla estadistica. Al evolucionar en el tiempo tendremos que
p(t) =3, pm(t)|m(t))(m(t)|. Entonces:

20 _ 5 {z‘hdpm Yom| + ot ] 4+ i L

dt ac ™" dt dt

3Una demostracién més rigurosa se puede encontrar en [1], capitulo 2, pig.52



d)ym|
dt

d
Pero como los estados |m(t)) cumplen la ecuacién de Schrodinger ih g? = H|m), —ih = (m|H,

. d .
zhd—': :;zh

obtenemos:

dpm
& [m)(m| + [H, p] (17)

Si nos restringimos a mezclas estadisticas estacionarias (que son las de interés en estadistica para los
casos de equilibrio) obtenemos la ecuacién enunciada, pues los pesos estadisticos son constantes en la
evolucién.

Otra forma (y deduccién posible) de la ecuacién de evolucién pasa por ver que los estados accesibles del
sistema evoluciénan con el operador evolucién, luego

p(t) = palm(t))(m(1)]

m

=Y pmU(t:to)|mlto)) (m(to)|U" (¢, to)
=U(t,to)p(to)U" (t, t0)

es decir,
p(t) = U(t, to)p(to)UT (t, o) (18)

Ahora bien, la ecuacién de evolucién para el operador evolucion es:

;
md—U = HU —mﬂ =U'H
dt dt

Si derivamos en [L§| respecto al tiempo e introducimos lo anterior recuperamos

Como comentario, que el operador densidad evolucione siguiendo la ecuacién enunciada no tiene que
ver con la imagen de Heisenberg, pues de hecho, el operador tal como lo usamos estd en la imagen de
Schrodinger. Para pasarlo a la imagen de Heisenberg hay que aplicar

pu(t) = Utp(t)U = UUp(to)UTU = p(to) (19)

por lo que el operador densidad no evoluciona en la imagen de Heisenberg.

Hemos demostrado el postulado, haciendo uso de los postulados originales. Pero de igual forma podriamos
demostrar los postulados originales dando esta evolucién del operador densidad como postulado, y por
tanto las descripciones son equivalentes.

Por ultimo, demostremos que la evolucién conserva la pureza de un operador densidad. Si pg es
puro, existe |a) tal que p = |ag){ag|. En su evolucién:

pe = Ul(t,to)poU" (¢, t0) = Ul(t, to)ao) (ao|UT (¢, t0) = |ar)(asl (20)

que sigue siendo un operador densidad puro. Mas aun, la traza de p o de su cuadrado; que luego veremos
es de interés, es invariante:

=Tr(p*(to)U (¢, to)U (¢, t0)) (21)

donde en el ultimo paso se ha usado que Tr(AB) = Tr(BA). Por tanto, un sistema en un estado puro no
puede dejar de estar en él al evolucionar (causalmente) (y viceversa).



Ejemplo: 1 Particula en 0D con espin 1/2

En este caso, nuestro espacio de estados es H = C2? y nuestros operadores son matrices 2x2 sobre el
cuerpo C. Las bases cuentan de dos estados, que denotaremos como {|+), |—)}.

Sea nuestro sistema una coleccién de particulas como las enunciadas, por ejemplo electrones, y estén la
fraccién p4 de éstas con el espin hacia arriba (es decir, en el estado |+) y la fraccién p_ con espin hacia
abajo |—). Obviamente p; 4+ p_ = 1. Nuestro operador densidad seré:

p=prlH){+ +p-|=){-|

Es trivial ver que para que este operador densidad fuera puro, py é p_ habrian de ser nulas dado que
nuestros estados son linealmente independientse (y de hecho, ortogonales pues son autoestados de un
operador hermitico S,).

Sea A un operador asociado a la variable dindmica A que queremos medir. Tenemos que:

(A) = pr(+Al+) +p-(-14]-)

A la izquierda, tendriamos una cantidad experimental: un promedio de alguna variable medible, mientras
que a la derecha un resultado tedrico.

Este resultado es interesante porque nos aporta una forma de medir los pesos estadisticos (la fraccién de
espines con una direccién dada en este caso). De la ecuacién que los liga: p_ =1 — py. Por tanto:

pe = (22)
(A4 + (A)-

Para lo anterior nos hemos puesto en el caso més favorable: unos espines estaban en un estado y otros
en otro, siendo estos linealmente independientes. De hecho, cada espin podria estar en una combinacién
lineal de estos dos estados, lo que complicaria nuestro desarrollo.

4. Mecanica estadistica cuantica

En esta seccién estudiaremos la aplicacion del formalismo de la matriz densidad a la mecanica estadistica,
reveldndose como una gran herramienta. Para una exposicién general de mecédnica estadistica ver [4], y
para una exposicién mds formal y extensa sobre el uso de la matriz densidad en ésta ver [3].

4.1. Cuantizando la mecanica estadistica clasica

Ya vimos algiin ejemplo en el apartado de preparaciones sobre mecéanica estadistica cuantica y la relacién
del factor de Boltzmann con los pesos estadisticos. El uso de la matriz densidad se hace especialmente
relevante y 1util en sistemas tratables mediante la mecanica estadistica, pues cumplen lo relativo a que
el estado del sistema tiene accesibles un conjunto de estados de autoenergias dadas (espacio fdsico).
Ademss, la interpretacién de la seccién [I] se conoce como ensemble interpretation, donde ensemble se
puede traducir como colectivo (aunque a veces se puede encontrar como ensamble), misma palabra que la
que aparece al estudiar la fisica estadistica (en la formulacién de Gibbs de colectividades). Formalicemos
algo mas lo visto.

La mecénica estadistica clasica se fundamenta en la mecanica analitica. Un estado dindmico es un punto
en el espacio de fases. Una mezcla estadistica de estados se representa mediante un fluido en el espacio de
fases cuya densidad p. (el subindice indica cldsica) en un punto es igual a la probabilidad de encontrar
al sistema en el estado definido por ese punto.

Las propiedades de tal densidad (en el espacio de fases) son:

= Su integral a todo el espacio de fases es la unidad:

/pCqude =1 (23)
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= Si A.(q1,.--,qN,D1,- -, Pn) es una funcién de las variables dindmicas ¢; y p;, entonces:

(4e) = [ pedaadp (24)

con la integral extendida a todo el espacio de fases.

= La evolucion de la densidad viene regida por la ecuacion

dp.
dt

donde [, |p son los corchetes de Poisson. Tal ecuacién no debe confundirse con la de evolucién de
nuestro operador densidad (para la densidad cldsica se deriva del hecho de que el espacio de fases
evoluciona como un fluido incompresible -Teorema de Liouville-).

La analogia es clara entre ambas ”densidades”. Unas reglas tutiles y socorridas para cuantizar sistemas
con analogo clésico son: las magnitudes fisicas ordinarias se sustituyen por observables, los corchetes de
Poisson por conmutadores (divididos por ifi ) y ademds, por analogia, anadimos que la integracién a todo
el espacio de fases pasa a ser la traza.

4.2. Colectivo canénico

Para un sistema en equilibrio térmico, regido por un Hamiltoniano H., en mecanica estadistica clasica
vefamos que la probabilidad de encontrarnos en el estado de energia E; era p; = e % /Z con Z un
factor para la normalizacién: Z = 3, e PFi

Al pasar a mecdnica estadistica cudntica, tenemos que nuestro sistema se rige por un hamiltoniano (que
ahora es un operador, y no una funcién de las variables dindmicas q y p) H. El sistema tiene acceso a una
coleccién de estados |1);) de autoenergia F;. Los pesos estadisticos asociados a cada estado serdn como
antes: p; = e AP /7

De todo lo anterior, el operador densidad sera:

e PE:
p= Z [} (a)i] (26)
e PE: e PH
Pero fijémonos que 7 |y = 7 [1;), por lo que podemos escribir:
e PH
= 27
p=— (27)

donde Z = Tr(e ). El tiltimo paso se ha realizado porque al estar el operador densidad expandido
en la base de autovectores de H, lo que tenfamos en la expresion eran los elementos de la diagonal del
hamiltoniano.

. Qué propiedades tiene tal operador densidad? Pues la primera resenable, es que los pesos estadisticos
(factores de Boltzmann) surgen ahora como sus autovalores. Veamos que es un operador densidad legitimo.
Es hermitico pues el hamiltoniano lo es, su traza es unitaria por dividir por la traza del numerador, y
es definido positivo pues dado |u) un estado arbitrario, podemos expandirlo en la base de H como

uy = Z ¢n|¥n). Haciendo:

(ulplu) = ZZchcme (om0 =;§nj|cn|2e5’fn

que por ser suma de numeros positivos es mayor o igual que cero, por lo que queda demostrado que es
un operador densidad legitimo.

Es obvio que es impuro, pues su cuadrado no coincide con él mismo.
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Ademas, es directo ver que es estacionario, pues dado que es funcién del operador hamiltoniano, conmuta
con él mismo. Por eso podemos decir que el sistema estd en equilibrio.

Fijémonos que sale de forma natural que, dada la magnitud fisica A y su operador asociado A,

¢ BEn
(A) = Te(pd) = 3~ S (), (28)

n

Concretamente, para la energia

e_BEn
(B)y=) —,—En (29)
—dlogZ
que con poco trabajo se puede ver que es (E) = 86%

4.3. Entropia

Dado un operador densidad de nuestro sistema, definimos (en unidades en las que kg = 1)

S = —log(p) (30)

A este operador lo denominamos operador entropia.

La entropia del sistema se encuentra entonces como

(8) = Tr(pS) = =Tr(plog p) (31)

. Qué propiedades inmediatas podemos extraer? Si el operador densidad es puro, (S) = 0 pues log(p) =0
(pues si p?2 = p — 2log(p) = log p, lo que solo puede ser si log(p) = 0). Esto se entiende como que la
entropia de un estado puro es nula.

Supongamos que no fuera puro. De forma general p = me|m> (m|. Dado que Tr (Af(A)) = Z a;f(a;)
encontramos qud’}

(S)== > pilogp (32)
{i:pi#0}
Donde se ha usado que p es diagonal. La expresion anterior es obviamente mayor que cero, pues p; < 1Vi
por lo que el logaritmo da un resultado negativo.

Por otro lado, como S = —log(p) = SH + log Z, obtenemos que:

Odlog Z
op

(S) =B(E)+1logZ =-p +logZ (33)

que también coincide con la archiconocida férmula para este colectivo en fisica estadistica.

5. Matriz densidad cuando el espacio de Hilbert es C?

5.1. Esfera de Bloch

Para un sistema de 1 particula en 0 dimensiones con espin un medio, ya hemos dicho que el espacio de
Hilbert asociado es H = C2. Sea B = {]i)} una base ortonormal, con i = 0, 1. Un estado se escribira de
forma general como

1) = ao|0) + aa1)

4 La demostracién es directa, pues la traza es un invariante luego podemos escoger la base que queramos para calcularla,
escogemos aquella en la que expandimos A en forma de proyectores asociados a cada autovalor. Ademads, usamos que si
Alum) = am|um), entonces f(A)|um) = f(am)|um) (también directo de la definicién de funcién de un operador como una
expansién de Taylor)
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con «; € C. Por ello, hacemos: ‘ .
) = lawole™ [0) + Jon]e™™ 1)

Como es sabido, lo que importa es la fase relativa entre las componentes de |¢), por lo que podriamos
absorber una fase dentro de la otra y escribir:

[¥) = al0) + Be’’[1)

Donde «, 3,¢ € R. Dado que |1)) tiene por médulo a la unidad, y se puede escribir fe!® = x + iy con
z,y € R:
4?4+ =1

Lo anterior define una esfera unitaria en el espacio de coordenadas (z,y, ). Esto sugiere que utilicemos
esféricas para nuestro problema:

x =sinfcos ¢

y =sinf sin ¢

« =cos b

Insertandolo en nuestro estado: .
[4)) = cos 0|0) + sin e’ |1)

Pero si nos fijamos, a partir de /2 repetimos estados por la periodicidad de las funciones trigonométricas
(es més, dos puntos opuestos en la esfera corresponden a estados de signo contrario). Esto sugiere que
basta con que 6 recorra el intervalo [0, 7/2], o equivalentemente podemos escribir:

) = cos (5 )10+ esin (§) 1) (34)

con 0 <0 <my0<¢ < 2r. Tales dngulos siguen la definicién habitual de coordenadas esféricas. Asi,
|1} es un vector unitario que, conforme varfan los dngulos (6, ¢) recorre una esfera unitaria, coincidiendo
el polo norte con |[0) y el polo sur con |1). Tal esfera se conoce como esfera de Bloch. Resaltemos el
hecho que de los cuatro parametros iniciales que especificamos para definir el estado, 2 eran redundantes
pues el estado final se describe mediante inicamente la especificacién de dos parametros. Otra propiedad
interesante es que puntos opuestos de la esfera son ortogonales, es decir: (¢Y(m — 0,7 + ¢)|1(0, ¢)) = 0.
La demostracién pasa por usar que cos(m/2 — x) = sin(z),sin(7/2 — x) = cos(x) y que ™ = —1 y sale
directo.

5.2. Matrices de Pauli

Las matrices de Pauli son un conjunto de tres matrices que junto con la identidad (que se suele denotar
como o) forman base del conjunto de matrices 2x2 sobre el cuerpo C. Estas son:

e RO 3 N B (R B

y se puede demostrar que cumplen una serie de propiedades muy ttiles:

n 0-]2' =I= _i0102037 .7 = 07 172’3
» det(o;) = —1
» det(@-G) = —|df?

@ =1Tr{(@- )7

» [04,00] = 2icqpcoe

w {04,0p} = 2451

" 0,0y = t€aqbc0c + Oapl

- -, -,

2 @ Ab-F) = (@ DI +i(@xb) &
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5.3. Matriz densidad

Por formar base del espacio de matrices 2x2 sobre el cuerpo complejo, podemos expandir nuestro operador
densidad cuando trabajemos en H = C2 como:

p = apop + aiai (36)

donde a;0" = @-& (usamos el convenio de suma sobre indices repetidos de Einstein). Dado que las matrices
de Pauli tienen traza nula, para ser un operador densidad es inmediato que:

1
aoTI‘(O'o) =1 a9 = 5 (37)

Por otro lado, para ser p = pf _ _
agoo + af(al)T = agog + a;o"

Como son linealmente independientes, tal igualdad solo se satisface si a; = a}. Los coeficientes son reales
por tanto.

Veamos que ocurre si exigimos que sea un operador densidad puro.

p2 = (aoo'o + am”)(aoao + CLjO'j) = agﬂ + 2(10(11'01 + aiajalaj

Pero por las propiedades de las matrices de Pauli, dado que lo dltimo corresponde a (@ - &) - (@ - &),
obtenemos:

p* = (a2 +|a»1 + 2apa;0” (38)

como ag = 1/2, igualando a p término a término (pues las matrices de Pauli son linealmente independi-
entes) obtenemos que:

ld| = = (39)

([+3- &) (40)

Por lo que repitiendo lo anterior, ahora encontrarfamos |d| = 1.

De forma general |d@| < 1. Esto es porque los autovalores de p son 3(1 + |d@]), y como deben ser positivos
(para ser el operador densidad definido positivo) de forma general el médulo de @ debe cumplir tal
inecuacién. Para valores menores que uno, la matriz p deja de ser un operador densidad puro. En el
limite |@| — 0, tenemos que Tr(p?) — 1/2, por lo que en general:

To(?) = 5L+ Ja) € [; 1} (41)

De aqui vemos podemos definir v = Tr(p?), y asf disponemos de un parametro que nos da una idea de la
impureza del estado. A un estado con v = 1/2 se le llama mezcla estadistica mazimal.

Notemos que el vector @, cuando su modulo es unitario, define una esfera unitaria en la que el operador
densidad es puro. Esta esfera es una esfera de Bloch, que no es més que para un sistema cuyo espacio de
estados sea C? el conjunto de los estados puros. Por eso cada punto de la esfera de Bloch se asocia a un
vector de estado y solo uno, y por tanto tenemos un estado puro.
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5.3.1. Entropia como funcién de la impureza

Estudiemos si (S) es funcién del pardmetro de impureza y cémo varia con él. Para eso, usamos que los

autovalores de la matriz densidad son py = 5(1 + a) (escribimos por simplicidad a para |d@|). Como
(S) = — X pilogpi, con p; = p, nos queda:
(8) = —(p+ logpy + p-logp-) (42)
Expandiendo
1 1
(8) = -5 [log(l —a*) +alog (1+Z> —2log 2] (43)

y dado que a = /2y — 1
(8) = —5 [~ log2 + f(3)] (44

14+42y—-1
1— 2y -1 )

(8) resulta ser una funcién monétona y decreciente con . Lo que era de esperar, pues si 7y representa
la impureza del sistema, siendo més puro conforme mayor es -, la entropia debe decrecer si crece tal
pardmetro. Es més, la entropia del sistema estard entre los limites (S) € [log2,0) conforme el pardmetro
de impureza pasa de 1/2 a 1. La entropia decrece si crece la pureza del estado del sistema.

con f(7) = log(2 - 27) + V2T = Tlog (

A. Postulados de la mecanica cuantica

A continuacién, pondremos los postulados usando el operador de evolucién unitario U(t,g) extraidos
textualmente de [5].

Postulado 1

A cada sistema fisico se le asocia un espacio lineal de estados, un espacio de Hilbert H sobre el cuerpo
C. En un tiempo fijo #g, €l estado del sistema se define completamente especificando un vector de dicho
espacio 1) € H. Podemos escoger estados normalizados (i]i)) = 1

Postulado 2

Cada magnitud fisica medible A es descrita por un operador A lineal del espacio de estados, hermitico y
observable:

A: H — H

W) s Al = ) (45)

Postulado 3

Los tnicos resultados posibles de la medicién de una magnitud fisica A son los autovalores de su operador
asociado A.

Postulado 4

La probabilidad de medicién de uno u otro de los valores posibles de A viene determinada por el estado
del sistema. La probabilidad P(a,) de obtener a,, € spec(A) es:

» P(a,) = [(un|)|? cuando Al|u,) = an|uy)

s Pla,) = |(u|¥)]? cuando Alul) = an|ul),i=1,...,gn.

= dP(a) = |(ua]1)||?da en el caso continuo.
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Postulado 5. Evolucion acausal

Si la medida de la magnitud A del sistema en |¢)) ha dado el resultado a,,, entonces el estado del sistema
inmediatamente tras la medida es:
Palt)

(| Pnle)

donde P, es el proyector al subespacio propio &, de a,.

Yy) = (46)

Postulado 6. Evolucion Causal

La evolucién en el tiempo del estado de un sistema [1)(¢) viene dada por un operador unitario y lineal
Ult,to)
[1b(t)) = Ul(t, to)|¢(to)) (47)

Postulado 7. Simetrizacion

Si un sistema contiene N particulas idénticas:
= Sus estados son, con respecto al grupo Sy de las permutaciones de esas particulas:
e 0 bien todos simétricos.
e 0 bien todos antisimétricos.

= El caracter de simetria o antisimetria se aplica solo dependiendo de la naturaleza de la particula y
no de su situaciéon en un momento dado.

= Las particulas con espin entero (bosones) tienen solo estados simétricos.

= Las particulas solo con espin semientero (fermiones) tienen solo estados antisimétricos.

Postulado 8. Principio de correspondencia

Es posible dar reglas para la construccién de observables A en sistemas con andlogo clasico. En sistemas
con limite clasico debemos recuperar las expresiones clasicas para nimeros cuanticos grandes.

Referencias

1] BALLENTINE, L.E.; Quantum Mechanics: A Modern Development. World Scientific Pub Co Inc (1998)
2] MESSIAH, A., Quantum Mechanics. Dover Publications Inc. (2014)

(1]
2]
[3] FEYNMAN, R.P., Statistical Mechanics: A Set of Lectures. Advanced Book Program (1998)
[4] PaTHRIA, R.K., Statistical Mechanics. Academic Press (2011)

[5]

5] TORRENTE, E.L., Conceptos bdsicos de mecdnica cudntica. Ed. Diego Marin Librero Editor (2010)

16



	Postulados de la mecánica cuántica en el formalismo de la matriz densidad
	Aspectos mecánicos
	 Aspectos Estadísticos
	 Condiciones sobre el operador densidad

	Preparaciones
	Preparaciones completas
	Preparaciones incompletas. Mezclas estadísticas
	Preparación incompleta de mezcla estadística

	Mezclas estadísticas

	Operador densidad
	Pureza
	Evolución

	Mecánica estadística cuántica
	Cuantizando la mecánica estadística clásica
	 Colectivo canónico
	Entropía

	Matriz densidad cuando el espacio de Hilbert es C2
	Esfera de Bloch
	Matrices de Pauli
	Matriz densidad
	Entropía como función de la impureza


	Postulados de la mecánica cuántica

