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Introduccion

Los apuntes recogidos en el presente documento corresponden al temario de la asignatura de
tercer curso (finales del primer ciclo) Fisica Quantica de la Facultad de Fisica de la Universidad de
Barcelona. Se tratan en primer lugar los grandes hechos experimentales que llevaron a la revolucion
que la mecéanica cuantica supuso en la concepciéon de nuestro universo, pasando posteriormente a
exponer brevemente los principales métodos de cédlculo en que se basa la fisica cudntica, sin entrar
en detalles abstractos sobre los espacios de Hilbert y la notaciéon de Dirac. Por tltimo, se resuelven
algunos ejemplos simples de sistemas cuénticos, como son el caso de pozos unidimensionales y el &tomo
de hidrégeno. En general, los resultados se incluyen sin demostracién.



Capitulo 1

Propiedades corpusculares de la
radiacion

1.1. Radiacién del cuerpo negro

Un cuerpo negro es aquel que absorbe toda la radiacién electromagnética que incide en su superficie.
El teorema de Kirchoff, que afirma que todo buen emisor es buen un buen absorbente y viceversa,
nos asegura que el cuerpo negro es también un emisor perfecto. Se observa que el espectro de emision
del cuerpo negro depende de la temperatura, segiin una densidad espectral de energia pr(v), donde
pr(v)dv representa la energia por unidad de volumen correspondiente a radiacién electromagnética
con frecuencia entre v y v + dv.

La densidad total de energia viene dada por pr = fooo pr(v)dv. La radiancia Ry, flujo por unidad
de tiempo de energfa emitida, se relaciona con la densidad total de energia por Ry = {pr. La mismas
relaciones son ciertas para la densidad espectral de energia i la radiancia espectral.

Stefan dedujo que la radiancia se relaciona con la temperatura segin Ry = oT*, donde o =
5,67051 x 1078Wm2K~* es la constante de Stefan-Boltzmann. Wien dedujo también que pr(v) =
3 f(v/T), de donde se deduce la ley del desplazamiento, que afirma que la frecuencia donde se emite
el maximo de potencia es proporcional a la temperatura.

Max Plank dedujo experimentalmente la expresion definitiva

) 8rv2  hv
TV) = = 7
P c e% —1

donde h = 6,626 x 1073%Js es la constante de Plank.

Esta expresién se puede justificar suponiendo que 87v%c™3 representa el ntiimero de modos en la
cavidad con frecuencia entre v y v + dv. Si se supone que la energia de los modos sigue la distribucion
de Boltzmann discreta P(E) = Ce E/FT donde E = €, 2¢, 3e, . ... y C es una constante de normalizacién
C =1—e¢ " La energia media de cada modo viene dada por

_ —e/kT __ €
<E>—CZTL€€ / —m

Comparando con la ley de Plank, vemos que € = hv, y la radiacién electromagnética se comporta
como si estuviera formada por particulas de energia hv.
El limite € — 0 da que la energia media de los modos es kT (teorema de equiparticién), resultado

que resulta muy errénea a frecuencias altas (catdstrofe ultravioleta). Los experimentos confirman la
ley de Plank con € = hv y la discretizacién de la energia.
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1.2. Efecto fotoeléctrico

Basado en la emisién de electrones sobre un metal (cdtodo). En 1905 A. Einstein predijo que en
este proceso, la luz se comporta como compuesta por particulas (fotones) de energia E = hv, cada
una de las cuales puede interaccionar con un solo electrén, y cada electrén puede interaccionar con un
solo foton.

Si para desprender el electrén del 4tomo se necesita una energia ¢ (funcién de trabajo), la energia
cinética del electron vendra dada por T' = hv — ¢. Esto indica que existe una frecuencia minima para
la cual la energia del fotén no es suficiente para desprender el electrén, vy = ¢/h.

Si entre el anodo y el catodo se establece un potencial tal que repele los electrones salientes,
llegard un momento que tan solo los electrones mas rapidos podran llegar al cdtodo, se tendra T = eVj.
El potencial de corte serd, pues N 5

Vo=—-1——
e e

1.2.1. Efecto Compton

El experimento de Compton consiste en la dispersién de rayos X por una lamina fina de granito. Se
observa que segin el angulo de dispersion, la longitud de onda de parte de la luz cambia, mientras que
parte de la luz permanece con la misma frecuencia. Al aumentar el dngulo de desviacién, la diferencia
entre ambas partes de la luz aumenta.

Supongamos que el electrén incidente A interacciona con un electrén en reposo, produciendo un
nuevo fotén N = X\ + AM formando un dngulo #, mientras que el electrén retrocede con una energia
cinética K en un angulo ¢ respecto la direcciéon de incidencia.

La conservacién de la energia relativista, y las dos componentes del momento lineal, obtenemos
las ecuaciones

he he
2 2
mc —1—7 = mc —i—K—i—Y
h h 0+
— = —cos cos
XN peose
. h .
0= —psinp + ysme
Donde
K mc? —me?, 5 mu
2 2
1-= 1-=

La solucién a estas ecuaciones es

h
N =X+ —(1—cosf)
me

(he/X)?
K+ 12%259

h 0
cotgp = 1+m tg§

Los dos picos se producen por que no solo los electrones desvian los fotones, también los nicleos lo
hacen. Como la diferencia de longitud de onda es inversamente proporcional a la masa de la particula
que produce la desviacion, y los nicleos son miles de veces mas pesados que los electrones, la diferencia
de longitud de onda producida por los niicleos no se aprecia en comparacién a la producida por los
electrones.

K =




Capitulo 2

Primeros modelos atomicos

2.1. Modelo atémico

La materia se considera formada por entes minimos que forman los diferentes elementos de la tabla
periodo: dtomos, que, conminandose, dan lugar a todas las substancias conocidas. Constituyen pruebas
a favor de este modelo la pila de Volta (1745-1827) i la electrélisis del NaCl (Faraday, 1791-1867).

Se consideraba que los dtomos estaban formada por una nube cargada positivamente, en la cual
se incrustan electrones, haciendo neutro el &tomo (modelo pastel de pasas).

2.2. Modelo de Rutherford

Rutherford realizé un experimento de dispersién de particulas v (nicleo de helio) sobre una lamina
muy fina de pan de oro. Segin el modelo del pastel de pasas, esperaba que las particulas o no se
dispersaran al pasar por el dtomo esencialmente neutro. Sin embargo, encontré dispersién en todos
los angulos.

Rutherford supuso, entonces, que las particulas « eran dispersadas por otras particulas positivas,
siguiendo la ley de Coulom F = K ‘i—?. Segin la mecanica, la trayectoria debe ser una hipérbola,
recorrida de forma que la energia y el momento angular se mantienen constantes. Si b es el pardametro
de impacto, el momento angular se puede escribir como L = mbvg donde vy es la velocidad en el
infinito. Igualmente, la energia se puede escribir £ = %mvg . Se puede demostrar que el angulo 3 de
dispersién (dngulo entre las dos asintotas) viene dado por

g_ Q@

55 T wE

Sea N el niimero de particulas o que inciden por cm?, dn(j3, ¢) el niimero de particulas que salen
dispersadas por cada dtomo por angulo sélido. El dangulo sélido que ocupa el detector de particulas
a a la salida, se traduce en que recoge las particulas que vienen con un intervalo de parametros de
impacto al rededor de b. Por tanto dn(f3, ¢) seré el nimero de particulas que pasan en ese intervalo,
es decir, que pasan por la superficie bd¢. Por tanto

dn (B, ¢) = Nbdbdp

Si aplicamos la expresion del angulo de dispersién, tenemos

dn(p,¢) = N—19 d( 9 >dﬁd<p——Nq2Q2 Q _ v a0
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2
donde o(f) = (%) sin~*(3/2) se conoce como seccién eficaz.

Ajustando los parametros de la seccién eficaz, Rutherford podia saber la carga del nicleo. En-
contré que la carga era siempre un multiplo entero de la carga del electréon, Q = Z - e, donde Z
coincidia con el niimero del elemento en la tabla de Mendeleiev, dando significado al niimero atémico.

Rutherford encontré que su modelo explicaba muy bien los resultados para diversos materiales.
Por lo tanto, los atomos debian estar compuestos de un ntcleo positivo, y los electrones al rededor de
él. Para medir el tamano del nicleo, aumento la energia hasta que pudieran traspasar totalmente la
barrera repulsiva del ntcleo, 0

q

Tmiin

V=K

EHTmeZK%

Obtuvo que los nicleos eran cuatro ordenes de magnitud mas pequenos que el dtomo en si.

Como el modelo funciona correctamente, el electrén ha de estar lejos del ntcleo, a la distancia del
radio atémico. Para que no colapse a la atraccion del nticleo, el electrén por tanto ha de estar girando.
Sin embargo, segin la electrodindamica, un electrén girando ha de perder energia por radiacién y caer
sobre el nicleo.

2.3. Modelo de Borh

Para arreglar los problemas del modelo de Rutherford, Borh (1885-1962) introdujo los siguientes
postulados:

1. Los electrones circulan en orbitas circulares estables.
2. No hay radiacion electromagnética mientras el electréon no cambia de érbita.
3. Las orbitas son tales que L = nh, siendo n un ntimero natural.

4. La radiacién se produce cuando el electrén salta de orbita, su frecuencia es v = % donde AF
es la diferencia de energia entre ambas érbitas.

Del tercer postulado se deducen los radios de las orbitas posibles

L? (nh)?  n2ag
T = = =
uze?  mZe? Z

-1

nﬁcleo)_l ~ me es la masa reducida

donde ag = h?/me* = 0,5294 es el radio de Borh, y = (m; ! +m
del dtomo.

Segin la mecanica, la energia de una 6rbita de este tipo es

Ze? mZ%et B @
2r  2n2h2 n?

donde E; = —13,6Z%¢V.
En realizar una transicién de orbita, se emite un fotén de frecuencia

2.4
_ plte 1 1Y .of 1 1
V"’m_2hh<m2n2> =R\ E
donde R = 109677,576 cm™! es la constante de Rydberg, conocida experimentalmente anteriormente

a Borh. Este hecho, que concordaba con los conocimientos experimentales acerca de los espectros de
emision, fue una de las principales pruebas a favor del modelo de Borh.
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2.4. Experimento de Franck-Hertz

En el experimento de Franck-Hertz se lanzan electrones desde un catodo a una cavidad, llena de
vapor de Hg (la cantidad de Hg se controla a partir de la temperatura). A partir de cierto punto, se
establece un potencial de frenado entre el dnodo y un electrodo en forma de rejilla. Si el potencial
acelerador de los electrones (entre el catodo y la rejilla) es suficientemente grande, éstos llegaran al
anodo y estableceran cierta corriente.

Sin embargo, si los electrones van demasiado rapidos, provocaran colisiones con los adtomos de
mercurio, siendo frenados y excitando los electrones del Hg. Si continuamos aumentando el potencial
acelerador, aunque se los electrones se frenen por los dtomos de mercurio, volveran a acelerarse y de
nuevo podrdan provocar corriente entre la rejilla y el anodo. De esta forma, conforme aumentamos el
potencial acelerador, la corriente va aumentando, disminuyendo bruscamente en el momento que los
electrones son capaces de excitar el mercurio.

Por otra parte, los 4tomos de mercurio excitados realizaran la transiciéon de relajaciéon en un tiempo
t ~ 10~ 8s, emitiendo luz de acuerdo con el modelo de Borh. Esta radiacién, efectivamente observada,
confirma los postulados de Borh.

En el caso del mercurio, los saltos de corriente bruscos se producen a intervalos de 4,9¢eV, energia
que corresponde a la de ionizacién del mercurio. Por otra parte, la luz emitida tiene una longitud de
onda de \ = 2536A.

2.5. Espectro de rayos X

Rontgen descubrié los rayos X en 1895, cuando aceleraba electrones emitidos por un catodo median-
te un potencial del orden de 10* V. Von Laue (1912) descubri6 que los rayos X eran ondas difractdndolos
sobre un solido cristalino.

El espectro de los rayos X tiene un fondo, causado por la radiacién de frenado, conocida de la
electrodindmica, que se genera cuando los electrones son frenados bruscamente al llegar al dnodo. El
espectro se termina el una longitud de onda Ay, que se corresponde con la energia cinética maxima de
los electrones, que no depende del material.

Sin embargo, aparecen dos lineas de emisién muy pronunciadas Kg i K,, que no parecian tener
explicacion.

Por otra parte, si se hace incidir el rayo X sobre el mismo material del &nodo que lo ha generado, se
observa un espectro de absorcién que crece segun la longitud de onda, dando un salto en dos posiciones
que, ademas, no coinciden con las lineas de emisién.

Se cree que los electrones que inciden sobre el atomo ionizan los electrones de las orbitas mas
profundas. Los siguientes electrones del atomo van rapidamente a ocupar los espacios libres. La linea
K, se origina por los electrones del segundo nivel que van a ocupar el lugar perdido en el nivel
fundamental, mientras que la linea K se origina cuando son los del segundo nivel los que bajan. Por
otra parte, no se pueden absorber los fotones de estas lineas ya que, cuando inciden a un atomo en
reposo, este tiene el segundo y el tercer nivel completamente llenos.

Moseley encontré una ley que predice la longitud de onda de la linea K,

1 1 1
— =0,75R(Z-1)?=R(Z -1 = — =
e =0 TRZ - )P = B2 - 1P (- 55 )
Esta ecuacién recuerda la férmula de Borh, donde se ha apantallado una carga e a la carga del nicleo.
Este hecho indica que, cuando el primer nivel estd excitado, aiin queda un electrén en él. Por lo tanto,
en el primer nivel, caben dos electrones.
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2.6. Sommerfeld

Observando que las lineas de los espectros estian desdobladas, Sommerfeld decidié extender el
modelo de Borh incluyendo érbitas elipticas. Aplicando las bien conocidas leyes de la mecénica clésica,
obtuvo ya tres de los niimeros cuédnticos: uno relaciona con la energia n (el de Borh), uno relacionado
con el médulo del momento angular |I_:\ y otro relacionado con la componente en el eje Z del momento
angular L. Las ecuaciones de cuantificaciéon de Sommerfeld son

pe

=5 Le=mh, |L|=In
T

donde m=—I,...,l, k<nyn>0.

La cuantizacién de una componente del momento angular se traduce en la cuantizacién de la
orientacion de las Orbitas: no pueden orientarse en cualquier direccién. Puesto que la eleccion de el eje Z
es propia del observador, debe introducirse en el dtomo externamente, por ejemplo mediante un campo
magnético. Los electrones, si fueran libres, se colocarian en érbitas perpendiculares al campo, pero
dada la cuantificacién de Sommerfeld no todos pueden conseguirlo. Por lo tanto, segin la orientacion,
los niveles se desdoblan. Esto se conoce como efecto Zeeman, y estd comprobado experimentalmente.

Las predicciones cuantitativas del modelo de Sommerfeld funcionaban parcialmente tan solo en el
atomo de hidrégeno.



Capitulo 3

Propiedades ondulatorias de la materia

3.1. Hipoétesis de Luis de Broglie

Hasta ahora, hemos visto propiedades corpusculares de la radiaciéon. Vitor Luis de Broglie se
atrevié a formular la hipétesis complementaria: las particulas deben comportarse también como ondas.
De Broglie supuso que las mismas relaciones entre la energia, momento, longitud de onda y frecuencia
vélidas para los fotones deberian valer también para otro tipo de particulas, es decir

Segun esta hipdtesis, la inica manera de confinar una onda sin que esta desaparezca es que se sitie
en una onda estacionaria. Por lo tanto, cuando un electrén ligado a un atomo, debe formar una onda
estacionaria, en la cual la longitud de la érbita ha de ser un multiplo de la longitud de onda

nh

l=n\—2mr=n— —p=_—
P 2mr

Si la orbita es circular se cumple ]E| = rpy, por tanto

- h
L: _— =
|L| o nh

ecuacion que coincide con la hipétesis cuantica de Borh.

3.2. Principio de incertidumbre de Heisemberg

Recordemos la definicion de la transformada de Fourier, directa e inversa

y(t) = / :Mw)e"“’t;l‘; LW = / Zyme—wtdw

Dado que una onda no puede ser de infinita longitud (como suponemos idealmente), no puede nunca
ser realmente monocromética. Supongamos una onda del tipo

_ [ coswpt si|t| <T)/2
y(t) = { 0 silf>T/2

El espectro de frecuencias vendra dado por la transformada de Fourier

y(w) = B

sin(w —wo) T sin(w + wo)gl

(w—wo)% (w—i—wo)%

10
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El espectro de frecuencias presenta dos picos (simétricos respecto del origen) al rededor de wy cuyo
ancho (medido respecto las dos raices que lo rodean) es

2T

Av= AT/

donde AT es la duracién temporal del pulso, que tomaremos igual al periodo de oscilacién. Se obtiene
la relacion

AwAT = 47w
Segun la hipotesis de Plank y Einstein ' = hAw, es decir

AEAt = 47h

Este tipo de relaciones es habitual cuando se trabaja con variables conjugadas segin una trans-
formada de Fourier. En general, el producto de las desviaciones tendra siempre un valor minimo.
Esto se conoce como principio de incertidumbre de Heisemberg, e implica que el valor de dos canti-
dades conjugadas segun una transformacion de Fourier no pueden conocerse con precisién arbitraria
simultdneamente. Los ejemplos mas habituales son

AEAt > h

N | St

El principio de indeterminacion de energia y tiempo implica que, como los fotones emitidos en
una transicién no pueden ser indefinidos, su duracién temporal serd finita (los niveles se desexcitan en
10785) y la indeterminacién en la energfa no serd nula. Si la energia de los fotones no esta determinada,
tampoco lo estard la energia de los niveles. Dicho de otra manera, si la energia de los niveles no esta
perfectamente determinada, no pueden ser estables.



Capitulo 4

Ecuacion de Schodinger

4.1. Introduccion a la Ecuacién de Schodinger

De acuerdo con De Broglie, si los electrones se comportan como ondas estacionarias, debe existir
una ecuacion de ondas de modos normales. Suponiendo que los modos normales son andlogos a los de
una cuerda, la ecuacién debe ser del tipo

X"+ kX =0
Donde el nimero de ondas cumple
21 2 P
k’ = — = — = —
A h/p Rk

Por otra parte, podemos escribir el momento lineal p en funcion de la energia total del electréon segiin
P2
E=T+V=2-+V()—p :2M<E—V(1:)>
L

Con lo que nos queda la ecuacion de Schéodinger independiente del tiempo:

_ZQ d’X (x)
2u  dx?

+V(2)X(z) = EX(x)

Del mismo modo que en el caso de la cuerda, la ecuacién de modos deberia poder deducirse
por separacién de variables de una ecuacién general, que no contuviera las cantidades de separacién
cuantizadas (en este caso, la energia). Si suponemos que las ondas de electrones vienen definidas por
una funcién de onda del tipo ¢ (z,t) = X (x)T(t), la ecuacién general hallada por Schodinger (y cuya
validez viene tan solo justificada experimentalmente, ya que no es la tnica ecuacién que da lugar a la
ecuacién de modos separada) es

Op(x,t) B *P(a,t)

SO, t)
! ot 2m  0z?

+ V(x)(x,t)

El significado de la funcién de onda ha sido cuestionado por muchos fisicos. La interpretacién

2
ortodoxa mas comunmente aceptada es que la cantidad ‘1/1(3:775)) dz representa la probabilidad de

encontrar la particula entre la posicién x y = 4+ dz en el instante ¢. Es decir, la magnitud p(z,t) =

2
‘w(x,t)‘ actia como una densidad de probabilidad, y por tanto deberd cumplir la condicién de

/OO lw(x,t)rdm =1

—0o0

normalizacién

12
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Para obtener de nuevo la ecuacion de modos, podemos suponer que la dependencia del tiempo es
oscilatoria, es decir

Y(a,t) = X(z)e i

con lo que la distribucién de probabilidad queda como

pla,t) = | X (@)e

4.2. Espectro de energia

Podemos entender la ecuacién de Schédinger como una ecuacién de valores propios para un ope-
rador diferencial. En este caso, los valores propios son los diferentes niveles de energia permitidos, por
lo que el operador diferencial esta asociado a la magnitud observable “energia”.

Segun esta filosofia, cada magnitud fisica m tendra asociada un operador diferencial M tal que sus
valores propios son los valores permitidos de la magnitud,

My =mpy

Dado que el momento lineal de una particula se puede escribir p = h/\ = hk, debemos hallar un
operador que al ser aplicado a una funcién de onda nos de un valor propio M = hk. El operador
encontrado por Schodinger (avalado por la experimentacién) es

., 0
pH—zh%

con lo que el operador asociado a la energia sera

2 B2 92
E=L 4veo —5 a5tV
20 2u Ox
Ademsds, segun los teoremas generales para ecuaciones de valores propios, si tenemos dos funciones
de onda X(x); i X(x); asociadas a energias (valores propios) diferentes, se tiene la condicién de
ortogonalidad

[ xX@iX(@ydz =3,

4.3. Pozo de potencial

Un pozo de potencial esta caracterizado por una funcién potencial del tipo

[ Wysi x| > a/2
Viz) = { 0 silz| < a/2

El espacio queda dividido en tres zonas, (I) izquierda del pozo, (II) interior del pozo y (III) derecha
del pozo. La solucién a la ecuacion de Schodinger en cada zona, si consideramos estados ligados con
E <V, vienen dadas por

Ae*® + Ale ™% g ¢ < —a/2
X(z) = Ce*® 4 De k= i 2| < a/2
B'e™ + Be ™™ si x> a/2

donde

2 2
l{:Q:h—gE, a2:$(%—E)
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En un estado ligado, si la particula no debe poder escapar totalmente del pozo, por lo que las condi-
ciones de contorno son

X(x —00)—0, X(x — —o0) — 0
Estas condiciones nos fijan A’ = B’ = 0. Ademads, como en la ecuacién de modos normales apare-
cen derivadas segundas y el potencial tan solo presenta singularidades de salto, las soluciones y sus
derivadas deben ser continuas

X(£at/2) = X(+a /2), X'(£a*/2) = X'(£a™ /2)

Como tanto el potencial como la ecuacién tienen simetria de paridad, también la tendran las
soluciones, X (xz) = £X(—x), y existirdn soluciones pares y impares.
Las soluciones pares seran
X(Jz]) Acos k|z| si|z] < a/2
x|) = .
A cos %e‘“'x_“/z| si|z] > a/2

donde la constante de normalizacion A depende de la energia
V2/a

A =
sin ka 2 2 ka
\/ T+ 5%+ o, cos® 5

aa

Las condiciones de continuidad exigen

ka «

gt _ @
59 Tk

ecuacién que determinard los valores posibles de la energia.
Por otra parte, las soluciones impares seran
C'sink|z| si |z < a/2
X(z) = Csin e a@=9/2) g |z > a/2
—X(—x) siz<0

donde la constante de normalizaciéon C' depende de la energia a través de k y « segtin
o V2/a
sin ka 2 a2 ka
\/ 1 =5 +aasin® 5
Las condiciones de suavidad ahora nos imponen la ley de cuantizacién

oo __k
g2— «

Se puede ver que siempre existe al menos una solucién (par). Ademads, las soluciones estan orde-
nadas, de menor a mayor energia, siguiendo siempre la secuencia par, impar, par...
Si definimos los parametros del pozo

_ ka 9_,/%”/0“2
T2 0=V op2

podemos escribir el potencial y la energia de cada modo segin
2h? 2h 0\
Vo= —0 , E=292=V0(>
a na

mientras que las condiciones de cuantizacién, que nos permitiran conocer los valores posibles de 6 son

6

2 2
(pares) tgf = <990> -1, (impares) cotgf = — (000> -1
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4.3.1. Oscilador armonico

El potencial de oscilador arménico se puede escribir
1 1
V(z) = §k:x2 = §,uw2x2
con lo que la ecuacién de Schédinger independiente del tiempo es

R? I
—@X”—F g’ s’ X = BEX

Para poder escribir la ecuacion de forma adimensional, definimos los parametros

2w _ 1
a= P E—<)\+2>hw

si hacemos el cambio de variables £ = ax (sin dimensiones), podemos escribir la ecuacién como

d? 11
— (A=) X =0
et (53¢
De nuevo, las condiciones de contorno son X (£00) = 0. Las soluciones de esta ecuacién solo pueden ser
normalizadas si A es igual a un nimero entero A =n = 0,1,2,.... La solucién, una vez normalizada,

resulta ser 1/2
V2
Xp(x) = YV onp) e_iszn <§>
2p V2

donde H,, son los polinomios de Hermite, definidos por la formula de Rodrigues

n
22 d 52

H,(z) = (—-1)"e ¢

v los niveles de energia permitidos son

4.4. Estados no ligados

Volviendo al potencial de pozo, que ocurre si la energia es mayor que la barrera de potencial? En
este caso, la solucién puede escribirse como

Ae®® 4 Bem KT s g < —q/2
X(x)={ Ce*® 4 De™ ™ &i —q/2 <2 <a/2
Felk's 4 Ge—ik'z g x>a/2

donde 5 5
2 H 2 M
K*="2(Vo—E), k :ﬁE

Si todas las particulas son emitidas desde la izquierda, no existe ninguna fuente en el lugar positivo
de donde pueden venir particulas en direccion regresiva, es decir G = 0. Las condiciones de suavidad
nos permiten hallar las constantes las demaés constantes en funcién del flujo de particulas incidentes
A. En realidad, tan solo nos interesan las constantes B i F, que resultan ser

k% — k2 2ikk’/ sin ka

k2 4+ k"2 4 2ik'k cotg ka ’ k2 + k2 + 2ikk’ cotg ka
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El coeficiente de transmisién de particulas viene dado por

2 Ak2 k"2
T (k% — k2)sin® ka + 4k2K72

T —

r
A

Mientras que el coeficiente de reflexion resulta ser

(k2 — k%) sin? ka
k2 — k2)sin? ka + 4k2K"2

B 2
. ‘A <

El coeficiente de reflexion se anula si
sinka = nm — ka =nmw

es decir, si la longitud del pozo es un multiplo de la longitud de onda der la particula en cuestion.

4.5. Barrera de potencial
Podemos modelizar una barrera de potencial cuadrada por la funcién
V(z)=VWb(a/2 —z)0(a/2+ x)

donde 6(z) es la funcién paso de Heaviside.
Si suponemos E < Vj y procediendo de manera similar al apartado anterior, obtenemos el coefi-
ciente de transmisién

B 4ﬁ2k2
(B2 + k2)2sinh® Ba + 452k2
donde
52:_#2:2#(%_13)7 kQ:%E

Vemos que en ningin caso podemos obtener T' = 0, por lo que, aun teniendo energias inferiores a la
barrera, las particulas tienen cierta probabilidad de atravesar la barrera.
En el caso que E > V), obtenemos

4k2k0

T =
(k2 — k2)2sin? K'a + Ak"2k?




Capitulo 5

Atomos con un electron

5.1. Ecuacién de Schodinger en tres dimensiones

Recordemos que, en una dimension, el operador asociado a la energia se define a partir del operador
del momento lineal, para poder escribir la ecuacién de Schédinger debemos extender la definicién del
operador de momento lineal a tres dimensiones.

Puesto que en una dimensién, el operador del momento lineal se define como una derivacién
respecto la variable, resulta légico escribir el momento lineal en tres dimensiones como

P+ —ihV
y, por lo tanto, la ecuacién de Schodinger en varias dimensiones se escribe como

[—;ZVZ + V(F)} X () = EX(7)

Por otra parte, en tres dimensiones también cabe definir el momento angular L = 7x p. De la misma
forma que anteriormente, podemos encontrar los operadores asociados a cada una de sus componentes,
que en coordenadas esféricas (1,6, @) se escriben

L, = ih (sin 80880 — cotg 0 cos @5)
2

L, =ih <— cos 90(;90 + cotg 6 sin go;;)

0
L. = —ih—
2 8@

observemos que L no depende de la coordenada radial r. El cuadrado del vector vendra dado por
1 0 0 1 02
L= —h|——— (sinf= —
[Sin2 6 06 (sm 39) * sin? 6 892]
5.2. Potenciales radiales

Entendemos por potencial radial aquél que tan solo depende de la distancia r a un centro de fuerzas.
En estos caso, podemos aprovechar la simetria esférica del potencial nos permite utilizar coordenadas
esféricas para estudiarlo (r, 0, ¢). En estas circunstancias, el operador laplaciano se escribe

V2_}872 _|_i Lg si 02 +Li2
T oz T2 |sineae \UM 99 sin? 0 0?2

17
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Vemos que la expresion anterior es la misma que la del momento angular, por lo que podemos escribir

V2 = iiz — i[ﬁ
o2 87’2T rZ h2

Si suponemos una separacién de variables de la ecuacion de Schodinger del tipo
X(r) = f(r)Y(0,¢)
obtenemos la ecuacién separada para los angulos
L*(0,0)Y = CR*Y (0, )

que nos indica la cuantizacién de L? de un modo similar al modelo de Borh. Si suponemos otra
separacion del tipo Y = ©(0)®(p), obtenemos las ecuaciones separadas

1 d d m? d?®
——— | sin— - 0) = — = -—m?®
{Sin20d9 (sm d0> e sin29} ) =0, dp? m

La tdltima de estas ecuaciones tiene por solucién general

® = Ae"™ + Be™"¥
Aplicando el operador L, a esta solucién obtenemos
L, =mhd

es decir, la componente L, estd cuantizada con valores mh.

Las soluciones a estas ecuaciones para Y (6, ¢) se conocen como armoénicos esféricos, que tan solo
tienen sentido para los valores C' = [(I+1), conl =0,1,2,... entero, i param = —I,1—1,...,0,...,1—
1,1. Los armoénicos esféricos se pueden escribir como

2041 (1 —m)!

Yim0:0) =\~ )

P/™(cos §)e™? Yiom = (=1)"Y,

donde P/"(z) son los polinomios asociados de Legendre, definidos por la formula de Rodriges

- —1)™ - dl+m
P = S 2y

2 l
FEET

La condicion de ortogonalidad de los arménicos esféricos es

[ Y0, )Yin (6. 0)sin 08 = 8113,

Por lo tanto, para todos los los potenciales radiales, tenemos cuantizado el modulo del momento
angular y también una de sus componentes,

LY (6, 0) = 1(1 + D)R?Y (6, ¢) , L.Y (6, p) = mhY (8, )

como |m| <1 < 4/l(l+ 1), el momento angular nunca podra ir en la direccién del eje Z. Esto es una
consecuencia de un principio de indeterminacion existente entre dos componentes diferentes compo-
nentes del momento angular, por lo que la minima componente en la direccién perpendicular al eje Z
es consecuencia del principio de incertidumbre.
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5.3. Atomos con un electrén

En un atomo con un solo electrén, no existe apantallamiento de la carga del nicleo y el potencial

viene dado por
Ze?
r

Vi(r) =
Si suponemos una separacion de variables del tipo
R(r
x) =y (,)
la ecuacion radial es
241 dr2 2472

Para escribir la ecuacién en forma adimensional, definimos

R(r) = ER(r)

h B puZ%et 1

aqQ = —— s =
w7z e? 2h2 N2
y realizamos el cambio de variable £ = r/a, con lo que la ecuacién resulta

a2 1l+1 2 1 B
d€2 E2 "‘E_F R(T)—O

Las condiciones de contorno deben ser R(r — 0) = R(r — oo) = 0. Las soluciones de esta ecuacion
resultan tener solamente significado si A es un entero que podemos llamar n = 1,2, ..., por lo tanto,
los niveles energéticos resultan ser los de Borh

o _,uZQeZLi
2h2 n?

La solucién, normalizada, resulta ser

== 2N —¢/n
() = \/Wwp n) €l

donde L}(z) es un polinomio asociado de Laguerre, definidos por la formula de Rodrigues

d? z d” -z
= b2 L) = (e

dzP
mientras que la condicién de ortogonalidad resulta ser la acostumbrada

Li(2)

/ Ry (r) Ry (r)dr = 6,01
0

En resumen, hemos encontrado tres numeros cudnticos: el nimero cudntico principal (de Borh)
n = 1,2,..., que influye a la energia; el nimero cuantico secundario [ = 0,1,...,n — 1, que influye
en el modulo del momento angular; y el tercer nimero cuantico m = —I,...,0,...,[, que influye a la
componente z del momento angular.

Como tan solo el niimero cuantico principal influye en la energia, varios cada nivel energético
constara de diversos subniveles, es decir, la energia estda degenerada. La degeneracién vendra dada por

n—1

Z(Ql +1) =n?

=0
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